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Sobre las soluciones no convencionales a la ecuacion de Riccati

Desarrollo de la presentacion

- Motivacion:

i Qué significa resolver una ecuacién diferencial?

La ecuacién diferencial de primer orden lineal no homogénea
La ecuacién diferencial de segundo orden lineal no homogénea
Algunas ecuaciones no lineales: Bernoulli y Riccati

- iPorqué es importante resolver Riccati?

- Primer resultado: Férmula a |la ecuacién de Riccati

- Segundo resultado: Extensién de los resultado aplicando variacién
de parametros

- Conclusiones
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Motivacion

i Que significa resolver una ecuacién algebraica?

Ejemplo 1 .- Sea

3x=5 (1)
... 'y después de un calculo muy exahustivo llegamos a que
5
X == 2
- )
es decir, el conjunto solucién es un punto x = %
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De hecho dada
ax =b (3)

la solucién estara dada por
b
X = ;, a # O (4)

i Que es la solucion general para una ecuacién algebraica de
primer orden!

Ejemplo 2 .- Compliquemos las cosas un poco

Ahora, jse podra resolver esta ecuacion mas compleja?

7x2—03x —13=0 (5)
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iiClaro que si!!
de hecho, se puede resolver el caso general

ax?+bx+c=0 (6)
con a, b, c reales, las soluciones estan dadas por

N —b—\/b2—4acX —b+ Vb%—4ac
1= )Xo =
2a 2a

(7)

En otras palabras, dada cualquier ecuacién algebraica de segundo
grado,jjesta tendra solucién!!
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La ecuacion diferencial de primer orden lineal no homogénea

Ejemplos.- ; Cudles seran las solucidnes de las sig. ecuaciones
diferenciales?

y1(x) + 2xy1(x) = 0, y5(x) — xya(x) = x (8)

estas son:

X2
1) =Ge ™ ()~ Ilp()+1 =5 +C (9)

con C; y (; constantes de integracion
iHabra solucién para la ecuacién general diferencial lineal no

homogénea?
a(x)y’(x) + b(x)y(x) + c(x) =0 (10)
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Desde luego que si!!

Primero se reacomoda en la forma

y'(x) + P(x)y = Q(x) (11)
con P(x) = % , Q(x) = —% y a(x) # 0, luego la solucién es

y(x) _ Ce—fP(x)dx + e—fP(X)dx/ef P(X)dXQ(X)dX (12)

Encarnacion Salinas Hernandez esalinas@iprSobre las soluciones no convencionales a la « Abril de 2011 7 /26



Sobre las soluciones no convencionales a la ecuacion de Riccati

La ecuacion diferencial de segundo orden lineal no homogénea

Dada una ecuacién diferencial de segundo orden no homogénea
a2(x)y"(x) + a1(x)y'(x) + a0(x) + f(x) = 0 (13)

itiene solucion analitica?
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=
Q
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Algunas ecuaciones diferenciales no lineales

La ecuacion diferencial de Bernoulli
y' + P(x)y = Q(x)y" (14)

después de aplicarse el cambio de variable z = y1~", tiene como
solucién:

y = [Ce Ja=n)P(x)dx Le Ja=n)P(x)dx / ef(l—n)P(x)dX(l B n)Q(x)dx]ﬁ
(15)
jesto se complica cada vez mas!
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La ecuacidn diferencial de Riccati se define como
Y + P(x)y + Q(x)y® = R(x) (16)

para poder solucionarla se propone el cambio y = yp + z, luego ésta
se transforma en

2 + (P(x) + 2Q(x)y(x)o)z = —Q(x)* (17)

ésta es una ecuacién tipo Bernoulli, la cual se resuelve al aplicarse el
cambio de variable w = 212, para obtener

w' = [P(x) +2Q(x)yo]w = Q(x) (18)
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donde la solucién es inmediata
w(x) = +eﬁ(x)/e_B(X)Q(x)dx (19)

con B(x) = [[P(x) + 2Q(x)yo]dx

ahora bien, si retornamos a la variable original, mediante los cambios

w =z~ ! asi como y = yp + z, obtenemos finalmente

a(x)
y=yo+ Ct [ al)Q0)dx (20)

con a(x) = e JIP()+2Q(x)yo]dx
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iPor qué es importante resolver Riccati?

Aparece en:

En Biologia: El estudio del DNA

La Fisica: Mecanica Cuantica

La ingenieria: Teoria de Control
Hasta incluso: En Politica Econémica

Desde luego en: Las Matematicas
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Primer resultado

Obtencién de la férmula restringida a Riccati

Dada la ecuacién en su forma general
'+ P(x)y + Q(x)y* = R(x) (21)

si R(x) = Q(x)e_zfp(x)dx y la constante de integracién ¢ =1,
entonces la solucién esta dada por:

y(x) = e~ ] Pe)ax Tanh[/ Q(X)e_fp(x)dxdx] (22)
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Prueba:
. 1 Ly
considerese que y = uz2, donde u es una funcién a encontrar. A

partir de ahi, la expresién (21) se trasforma en:

2 2
z'+£{u’+Pu}+2qu% =2ziR (23)
u u

impongamos que v’ + Pu = 0 lo que implica u = efdeX, luego la
ecuacion a resolver es

2
7 +2uQz2 = Z23R (24)
u
si hacemos ahora 3 = z%, con ello

B8+ uQp% — g =0 (25)
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si pedimos que R = Qu?, entonces dicha expresién se reduce a

B+ uQB* - Qu=0 (26)
o tambien
A= uQ[L - 57 (27)
la cual es separable, y cuya solucién esta dado por
ce®s —1
= — 2
B= (28)

donde s = s(x) = [ Qudx y u= u(x) = e~/ pax, por otro lado si
1
recordamos que y = uz2 = uf3, entonces resulta que
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cezerifpdde -1

y=e Jrig } (29)

Ce2er_fdedx 1

al hacer ¢ =1, llegamos a la expresién citada
y = e_fP(X)dXtanh[/ Q(X)e—fp(x)dxdx] (30)

Es importante mencionar que al encontrar esta solucién, no se tuvo
que partir de la existencia de una solucién particular como usualmente
se requiere. Por otro lado, cabe sefnalar que dicho resultado ya esta
reportado en el Handbook “exact solutions for ordinary differential
equations”, en la seccién donde abordan las soluciones a la ecuacién
de Riccati; aunque no se precisa la forma en que se obtuvo dicho
resultado, quizas fue de distinta manera ya que en su solucién se
introduce una constante a, la cual no se requirié en esta deduccién.
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e Ejemplo
Dada la siguiente ecuacién diferencial tipo Riccati
y' + e Tan(e™)y + Cos*§(e)‘x)[xa i]y2 =
4x7
Cos—} (M)[x* — P_]cos? () (31)
4x7
la solucién esta dada como
a+1
y = cos* (™) Tanh| X + b ] (32)

a+l  4(y—-1)x71
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Segundo resultado: Extensién de los resultados aplicando
variacién de parametros

A partir de la ecuacién diferencial de Riccati
'+ P(x)y + Q(x)y* = R(x) (33)

y = v(x) x)tanh| / x)dx] (34)

con u(x) y v(x) pardmetros a encontrar, ahora sustituyendo (34) en
(33) obtenemos

Vi 4+ Qv? + Pv + uf + (v +2Quv + Pu)tanh[/ fdx|

+(—uf + Qu?)tanh?| / fdx] = R (35)
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ahora si imponemos que se cumpla

vV + Q¥+ Pv+uf =R
v +2Quv+Pu=0
—uf + Qu* =0 (36)

de la tercera ecuacion se desprende inmediatamente que

f'
u—= — 37
5 (37)
que al sustituirse en la segunda, obtenemos para v
1 Q/f\
— P+ X(Z
v > + ; (Q) (38)
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finalmente si sustituimos (38) y (37) en la primera ecuacién,
obtenemos para R que

2 Q/f\]', @ Q

por lo tanto la expresién (34) tiene la forma

0

con f(x) una funcién arbitraria.

f.'
+ Gtanh] / F(x)dx] (40)
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De los resultados anteriores se desprenden varias cosas interesantes a
destacar:

Primero: si hacemos

1 Q/fY
— P+ == =k 41
2|7 F (o) ] (4
ello implica que
f(x) = Qe J(P=H)dx (42)
y resulta que la ecuacién de Riccati se reduce a
k> Pk
Y+ P(x)y + Q(x)y? = Qe 2/ (P=hdx QT -5 (43)
cuya solucién estard dada por
k
y=-3 +e f(P_k)dXtanh[/ Qe~ f(P_k)dde] (44)

curiosamente al considerar k = 0, se recupera el primer resultado
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Segundo:

Ahora supongase que P(x) =0y Q(x) = 1, entonces la ecuacién de
Riccati se reduce a

1 f 1 f
P2 g2 LTy LT
cuya solucién es
1f
y =37 + franh| / F(x)dx] (46)

la ecuacién (45) es muy interesante, ya que éste tipo de soluciones
podrian ser importantes en la mecanica cuantica.
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Conclusiones

e El problema de la ecuacién de Riccati, es un problema abierto, ya
que en la actualidad no existe alin solucién analitica o exacta, a pesar
de la gran cantidad de trabajos de investigacion reportados en el
mundo.

e Resolver la ecuacién de Riccati, equivale a destrabar muchos
problemas actuales en las diversas areas: Fisica, Ingenieria,
Matematicas, Biologia, etc de la actualidad.

e En particular en Matematicas daria solucién completa a la ecuacién
diferencial de segundo orden; lo cual claramente, tendrad que esperar.
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